10.1.7 Vétu o spojitosti a jejich uziti

Piedpoklady: 2706, 2718, 10106

Pedagogicka poznamka: Pfi probirani této hodiny je tfeba mit na paméti, Ze vSechny véty,
které studentiim sd€lujete z jejich pohledu neuvéfitelné slozité sdéluji naprosto
zfejmé a jasné véci. Snazim se studentim vysvétlit, Ze obtiZnou matematickou
praci v tomto piipad¢€ nebylo si vSimnout popisovanych vlastnosti funkci, ale
vytvofit celou matematickou stavbu pod nimi a nalezeni diikaza.

Pedagogicka poznamka: Jednim z problémii této partie matematiky je naprosty chaos
v pojmenovani jednotlivych vét podle slavnych matematiki, ktefi se na jejich
formulaci a diikazu podileli. Drzim se v uc¢ebnici pojmenovani, které je pouZito v
klasickych stiedoskolskych ucebnicich Matematika pro gymnazia — Diferencidlni a
integralni pocet nakladatelstvi Prometheus (Hruby a kol). Upozoriuji, Ze mimo
hranice byvalého Ceskoslovenska se pouZiva pojmenovani jiné, drzim se vSak
toho, co je pouZito v literatufe nejblizsi této ucebnici.

vvvvvv

(a;b> ={xDR;ansb})

Takovou funkci si miZeme piedstavit jako provazek, ktery drzime ve dvou rukou (provazek

muze v rukou koncit, nebo muze sahat dal, to pro nase ucely nehraje roli)
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Véta Weierstrassova:

Je-1i funkce f spojita v uzavieném intervalu, existuje alespon jeden takovy bod x, D(a;b> , 7€
pro vSechna x D(a;b> plati f (x) <f (xl) , a alespon jeden takovy bod x, D(a;b> , Z& pro
vSechna xD(a;b> plati f(x) > f(xz).

Co to vlastn¢ znamena?

Véta ma dvé ¢asti: nejdiive prvni: Je-li funkce f'spojita v uzavieném intervalu, existuje
alespon jeden takovy bod x, D(a;b> , Ze pro vSechna xD(a;b> plati f(x) <f (xl) =
v intervalu <a;b> je zvlastni tim, Ze jeho hodnota f (xl) je vetsi (nebo rovna) hodnotdm

vSech ostatnich x z intervalu = spojita funkce v uzavieném intervalu nabyva alespon
v jednom bod¢ maxima

Druh4 ¢ast véty: to samé, ale f (xz) je mensi = spojita funkce v uzavieném intervalu
nabyva alespoii v jednom bod¢ minima



logické — kdyZ mame provéazek ve dvou rukou nemuZe se pfibliZit k nekone¢nu, aniZ by se
pretrhl

Pr.1: Na obrazku je nakreslena funkce spojitd v uzavieném intervalu (a;b> . Ur¢i ¢isla x,,

x, zmifovana ve Weierstrassove veété.
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» ¢islo x, je Cislo, jehoZ hodnota je v intervalu <a;b> maximalni = x, =a

: ¢islo x, je Cislo, jehoZ hodnota je v intervalu <a;b> minimalni = x, =b

Disledek Weierstrassovy véty:
Funkce spojita na uzavieném intervalu <a;b> je v tomto intervalu omezena.

Véta Bolzano-Weierstrassova
Je-li funkce f'spojitd v <a;b> af (a) zf (b) , potom, ke kazdému ¢islu K, které leZi mezi

Cisly f(a) a f(b) , existuje alespoii jeden takovy bod cD(a;b), 7e f(c) =K.

= funkce spojita v intervalu (a;b> nabyva vSech hodnot mezi ¢isly f (a) af (b) .

logické: pokud provéazek neni pretrzeny, musi piejit pies vSechny mezihodnoty

Darbouxova vlastnost spojitych funkci:
Je-li funkce fspojitd v (a;b) amaji-li f(a) a f(b) riznd znaménka, §j. f(a)CF (b) <0,

potom existuje alespon jeden takovy bod ¢l (a;b) , vnémz plati f (c) =0.

logické: jestlize maji f (a) af (b) rizna znaménka, je nula jednou z mezihodnot a funkce ji

musi né€kde dosédhnout.

=

posledni vlastnost uz jsme pouzivali ve dvou piipadech (matematicky to nebylo legalni,
teprve ted’ by to bylo v poradku)

1. Numericka metoda separace kofent pii FeSeni rovnic vyssich radi
2 v v s . 3 _
Hledame feSeni rovnice x” —2x+5=0.
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Hodnoty levé strany nam pfiblizi funkce y =x’ —2x+5. Jak vypad4?

- pro velka zdporn4 ¢isla jsou hodnoty zaporné (kvuli zapornému vysledku tfeti mocniny x)

- pro velka kladna ¢isla jsou hodnoty kladné (kvtli kladnému vysledku tfeti mocniny x)

= graf funkce musi projit pies osu x (Darbouxova vlastnost spojitych funkci). Misto, kde to
udéla, je feSenim rovnice.



Hledame toto misto dosazovanim:

dosadime 0 0'-2M0+5=5 = koften je zdporné Cislo
dosadime -3 (-3)’-20(-3)+5=-16 = kofen je v intervalu (-3;0)
dosadime -2 (—2)3 -2 [ﬂ—Z) +5=1 = koften je v intervalu (—3; —2)

dosadime -2,5  (-2,5)’ -20-2,5)+5=-5,625 =kofen je v intervalu (-2,5;-2)

dosadime -2,1 ~ (-2,1)’ -=20§-2,1)+5=-0,061 = kofen je v intervalu (~2,1;-2,0)
A tak bychom se dosazovali dal, dokud bychom nezjistili kofen s dostateCnou piesnosti.
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‘ Pr. 2: Urci kofen rovnice x” +x” —1 =0 s piesnosti na dv€ desetinnd mista.

. - pro velka zdporna ¢isla jsou hodnoty zaporné (kvuli zapornému vysledku tfeti mocniny x)

- - pro velk4 kladna ¢&isla jsou hodnoty kladné (kviili kladnému vysledku tfeti mocniny x)

- = graf funkce musi projit pfes osu x (Darbouxova vlastnost spojitych funkci). Misto, kde to
1 udg¢l4, je feSenim rovnice.

' Hledame toto misto dosazovanim:

- dosadime 0 0°+0*-1=-1 = koten je kladné ¢&islo
dosadime 1 P+1*-1=1 = kofen je v intervalu ( )
dosadime 0,5 (0,5)" +(0,5)" =1=-0,625 = kofen je v intervalu (0,5;1)
dosadime 0,7 (0,7)3 + (0,7)2 -1=-0,167 = kofen je v intervalu ( )
dosadime 0,8 (0,8)" +(0,8)" -1=0,152 = kofen je v intervalu (0,7;0,8)
dosadime 0,75 (0,75)" +(0,75)° =1=-0,015625 = kofen je v intervalu (0,75;0,8)
“dosadime 0,76 (0,76)’ +(0,76)" =1=-0,016576 = kofen je v intervalu
(0.75:0,76)

2. ReSeni nerovnic metodou nulovych bodii
funkce muZe piejit z kladnych do zapornych hodnot pouze ptes nulu nebo v misté, kde je
pfetrzend =
* Zjistime pro kterd x nejsou libovolné vyrazy v nerovnici definované - vysledky
nakreslime na ¢iselnou osu. Nasli jsme body pretrZeni.

* VyteSime rovnici f (x) =0a vysledky pfikreslime na osu. Nasli jsme body prechodu

pres osu x.
* Na ose vznikly intervaly. Z kaZdého vzniklého intervalu dosadime do nerovnice

libovolné vhodné ¢islo. Pokud pro néj nerovnice vyjde, vyjde i pro v§echny dalsi ¢isla
v intervalu. Pokud nevyjde, tak nevyjde pro Zadna Cisla v tomto intervalu.

* Nerovnice je vyieSena.
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Pr.3: Vyfe§ nerovnici x* = x .metodou nulovych bod.

- 1. Zjistujeme podminky existence vyrazii na obou stranach nerovnice

- Obé strany nerovnice jsou definoviny vZzdy.

- 2. Hledame FeSeni rovnice x’ =x (abychom objevili nulové body nerovnice), kde funkce
. prechazi pres osu x.



U3 -
X =X

xX=x=0 zkusime levou stranu rozloZit na soucin:
x(x2 —1) =x(x—1)(x+1) =0

Cx =0, x, =1, x,=-1
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- Zakreslime ziskané kofeny na osu; «—+—+—+—>
- 3. Testujeme jednotlivé intervaly, zda spliiuji nerovnost

* interval (—00;—1): naptiklad Cislo —2

(-2) 2(-2) = -82-2 = neplati
* interval (—1;0) : napftiklad cislo 0,1
| (-0,1)" 2(-0,1) = -0,0012-0,1 = plati
e interval (0;1) : napitiklad ¢islo 0,1
 0,F20,1 = 0,00120,1 = neplati
e interval (1;00) : napiiklad cislo 2

2’22 = 822 = plati

. ProtoZe feSend nerovnice ma nerovnost 2 pfidam k nalezenému intervalu jesté nulové
- body=> K =(~1;0)0(l;e)

Pr.4: Vyfes nerovnici v x+3 = x+1.metodou nulovych bodi.

' 1. Zjistujeme podminky existence vyrazii na obou stranach nerovnice
- leva strana: pod odmocninou musi byt nezaporné &islo =
. feSime nerovnici x+32=0

x=2-3
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. Nerovnici muzeme fesit pouze pro x[J <—3; 00) .

' 2. Hled4me FeSeni rovnice v/x+3 = x+1 (abychom objevili nulové body nerovnice, kde

funkce prechazi pres osu x).
Nx+3=x+1 /2

(Vaw3) =y
x+3=x+2x+]
0=x"+x-2
(x+2)(x-1)=0

x=-2,x,=1

- Zkouska:

x=-2 L=vx+3=y/-2+3=1 P=x+l=-2+1=-1
LzP

x =1 L=x+3=1+3=2 P=x+1=1+1=2
L=P

. = jediny kofen x =1
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. Doplnime ziskané kofeny na osu: < - t >

. 3. Testujeme jednotlivé intervaly, zda spliiuji nerovnost

e interval (—00; —3) : pro tato x neni definovana odmocnina, nemusime je zkouset, urcité
nejsou fesenim.

* interval (—3;1) : vybereme cislo napiiklad O:
Jx+32x+l JO+320+1
\/§ =1 - plati = interval (—3;1) je feSenim,
* interval (1;00) : vybereme cislo naptiklad 6 (kviili odmocnovani):
Jx+32x+1 J6+326+1
3>7 - neplati = interval (1;00) neni feSenim.

' Protoze feSend nerovnice ma nerovnost = pridame k nalezenému intervalu jesté nulové
- body= K =(-31).

Shrnuti:



